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ارائه حل تحليلي براي ارتعاشات آزاد تير ساندویچي ضخيم با هسته  

 انعطاف پذیر به کمک تئوري مرتبه بالا و  روش سفتي دیناميکي

 

 1کرامت ملک زاده فرد

 نشگاهی هوافضا، دانشگاه صنعتی مالک اشتر، تهرانمجتمع دا  1

 

 18/10/1392دریافت مقاله: 
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 چکيده

در تحقیق حاضر، ارتعاشات آزاد تیر ساندویچی ضخیم با هسته انعطاف پذیر بوه روش سودتی دینوامیکی و بوا     
ه است. بدین منظور ابتدا معاد ت حاکم بر استداده از تئوری برشی مرتبه با  مورد بحث و بررسی قرار گرفت

حرکت برای یک المان تیرساندویچی با استداده از اصل همیلتون و جواب تحلیلی این معواد ت بوه صوورت    
دسوت  شود. پس از اعمال شرایط مرزی المان، ماتریس سدتی دینامیکی الموان بوه  حل صریح و بسته تعیین می

شود. با استداده از مرزی دو سر تیر ماتریس سدتی دینامیکی تیر تعیین می آید و در نهایت با اعمال شرایط می
های طبیعی مربو  بوه ارتعاشوات آزاد    ویلیامز، فرکانس-های محاسباتی و الگوریتم معروف ویتریکتکنیک

ی های تحلیلوی و سودت  های عددی، در نهایت چند مثال عددی با استداده از روششود. برای مثالتیر تعیین می
دست آمده در این تحقیق با نتای  گذاری، نتای  بهدینامیکی مورد بحث و بررسی قرار گرفته است. برای صحه

 های المان محدود و حل دقیق مقایسه شد.حاصل از روش
 

 کليد واژه

 ارتعاشات آزاد، سفتی دینامیکی، تیر ساندویچی، هسته.

 
 

 12مقدمه
در صنعت و مهندسی، کاربرد تیرهای ضخیم ساندویچی به عنوان 
اعضایی با وزن کم و مقاومت بالا، گسترش یافته است. بنابراین 
تحلیل ارتعاشات آزاد این تیرها مورد توجه دانشمندان بسیاری قرار 

[. از نخستین محققانی که به ارتعاشات آزاد 1-8گرفته است ]
توان به دی  اند می تئوری کلاسیک پرداخته تیرهای ساندویچی با

[ به ارزیابی و 3] 3[ اشاره کرد. مید2] 2[ و مید و مارکوس1] 1تارانتو 
های متفاوتی که برای تحلیل ارتعاشات آزاد تیرهای  مقایسه مدل

گرفت، پرداخت. اساس ساندویچی سه لایه مورد استفاده قرار می
ها و تغییرشکل برشی  ی رویهبرنول -ها در تغییرشکل اولراین مدل
باشد. این مدل در تحقیقات بسیاری مورد استفاده قرار  هسته می

گرفت. با ظهور کامپیوترهای دیجیتال، محققان بسیاری با این مدل 
به تحلیل ارتعاشات آزاد تیرهای ساندویچی با روش اجزاء محدود 

های اخیر دانشمندان با روش سفتی [. در سال4-5پرداختند ]
 

 )نویسنده مخاطب( kmalekzadeh@mut.ac.ir  دانشیار، .1

اند  دینامیکی ارتعاشات آزاد تیرهای ساندویچی را بررسی کرده
توان به قدرت این روش برای [. از مزایای این روش می8-6]

تر با حداقل تعداد المان، اشاره کرد. به های دقیق دستیابی به جواب
[ با روش سفتی دینامیکی 7] 5[ و هوسن و زر6] 4بنرجی عنوان نمونه

 .اندکردهدویچی با مقطع متقان را بررسیارتعاشات تیرهای سان
[ مدل متفاوتی برای تحلیل تیرهای 9] 6فروستیگ و باروچ

ساندویچی ارائه کردند. آنها ارتعاشات تیرهای ساندویچی را با 
در  اند. پذیر و با تئوری برشی مراتب بالا بررسی کردههسته انعطاف

غییرشکل عرضی این مدل هسته علاوه بر تغییر شکل برشی، دارای ت
های دینامیکی هسته نسبت به جاییباشد. در این تئوری جابه نیز می

تغییرات ضخامت با توابع مرتبه اول تعیین شده و در نهایت پس از 
جایی طولی و عرضی هسته حل معادلات حاکم بر تعادل، جابه

نسبت به تغییرات ضخامت به ترتیب با تابعی مرتبه سه و دو تعیین 
محققان بسیاری به تحلیل تیرهای ساندویچی با هسته  شوند.می

های مراتب بالا با استفاده از روش اجزاء پذیر و تئوریانعطاف
[. به هر حال مقایسه نتایج آزمایشگاهی با 10-14محدود پرداختند ]

mailto:kmalekzadeh@mut.ac.ir
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تئوری های فوق، نشان دهنده برتری فرمولاسیون مراتب بالا می 
 باشد.

ای دینامیکی هسته خطی در نظر هجاییدر تحقیق حاضر جابه
های استاتیکی هسته از مراتب بالا جاییشود، ولی جابهگرفته می

باشد. معادلات حاکم بر حرکت برای یک المان تیر ساندویچی می
آید. دست مین بهومتقارن با هسته نرم، با استفاده از اصل همیلت

شود.  می سپس فرم کلی جواب این معادلات به فرم پارامتری تعیین
های ابتدا و انتهایی،  در انتها، پس از اعمال شرایط مرزی گره

گاه با استفاده از شود. آن ماتریس سفتی دینامیکی تیر تعیین می
های طبیعی  رکانس[ ف15-17] 7ویلیامز-الگوریتم مشهور ویتریک

[ خلیلی و همکارانش به تحلیل 18آیند. در مرجع ]میدست تیر به
 های متصل جرم و فنرتیر ساندویچی با وجود سیستمارتعاشات آزاد 

اند. در این مقاله تیر یک جسم سه لایه در نظر گرفته شده و پرداخته
پذیری عرضی در هسته میانی صرف نظر شده است. در از انعطاف

تحقیق حاضر، ارتعاشات تیرهای ساندویچی ضخیم با هسته 
سفتی دینامیکی    و روشپذیر با استفاده از تئوری مرتبه بالاانعطاف

 بررسی شده است.
 

 دست آوردن معادلاتتئوري و به
( نشان داده شده 1) مقطع عرضی یک تیر ساندویچی، در شکل

برای تحلیل ارتعاشات آزاد این تیر، ابتدا معادلات حاکم بر است. 
 شود. حرکت تیر تعیین می

 

 
 ندویچی متقارن. سیستم مختصات و علائم اختصاری برای یک تیر سا1شکل

 

برای تعیین معادلات حاکم بر حرکت تیر، فرضیات زیر در نظر 
 شود. گرفته می

باشند به طوری  ها بسیار کوچک می ها و کرنش تمام تغییرشکل -1
 کرد. توان از تئوری الاستیسیته خطی استفاده که می

ها و هسته تیر ساندویچی از مواد ایزوتروپیک و جنس رویه -2
 شد و تغییرات کرنش بین آنها خطی است.با همگن می

 نظر شده است.ها صرف های نرمال عرضی در رویه از کرنش -3

 ها کاملاً به هم اتصال دارند.لایه -4
(، تغییرشکل مقطع عرضی برای یک المان تیر 1) در شکل

نشان داده شده است.  bو پهنای  lساندویچی متقارن به طول
داده شده است، ضخامت هر یک ( نشان 1طور که در شکل)همان

ها برابر از رویه
fh و ضخامت هسته

ch باشد. در سیستم  می
امتداد عرضی  Yامتداد محور تیر وXمختصات نشان داده شده، 

در امتداد ضخامت تیر )عمود بر صفحه به  Z)به سمت بالا( و
 XYهای این تیر در صفحه جاییباشند. تمام جابه سمت خارج( می

ها در امتداد عرضی و محوری  مانند  ل رویهباشد. تغییرشک می
های نرمال  شوند و از تنش برنولی در نظر گرفته می-تیرهای اولر

),(,),(شود. همچنین نظر میمحوری در هسته صرف txwtxu tt
 

جایی عرضی و محوری لایه بالایی به ترتیب جابه
),(,),(و txwtxu bb

جایی عرضی و محوری لایه پایین جابه 
( در نظر 1به صورت رابطه ) جایی استاتیکی تیرمیدان جابهاشند. ب می

 شود.گرفته می
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توان شرایط ها، میبا توجه به عدم وجود هرگونه لغزش بین لایه
( 2های مقطع عرضی تیر را به صورت رابطه )سازگاری تغییرشکل

 تعریف کرد.
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جایی ها، میدان جابهسازگاری تغییرشکلبا استفاده از شرایط 
 شود. ( تعیین می3استاتیکی تیر به صورت رابطه )
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با توجه به فرضیات ارائه شده، انرژی کرنشی تیر ساندویچی به 
 ( است.4صورت رابطه )

(4) 
 

 







bct

bct

V
bxf

V
cxycyc

V
txf

V
bxx

V
cxyxyyy

V
txx

VdEVdGEVdE

VdVdVdU

2222 )(
2

1

)(
2

1



 

c,در رابطه فوق fE E ها  به ترتیب مدول یانگ هر یک از رویه
و هسته 

cG باشد. با جایگذاری مقادیر کرنش  برشی هسته می مدول
(، انرژی کرنشی برای یک المان تیر  4های رابطه )و محاسبه انتگرال
 شود. ( تعیین می5به صورت رابطه )
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جایی دینامیکی برای تعیین انرژی جنبشی، ابتدا باید میدان جابه
 تیر ساندویچی تعیین شود.
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جایی ها، میدان جابهبا استفاده از شرایط سازگاری تغییرشکل
 شود. دینامیکی تیر به صورت زیر تعیین می
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 باشد. ت زیر میانرژی جنبشی این تیر ساندویچی نیز به صور

(9) 
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در رابطه بالا،

f ها و  چگالی هر یک از رویه
c  چگالی

(، انرژی جنبشی این 9های رابطه )باشد. با محاسبه انتگرال هسته می
 شود. المان تیر ساندویچی نیز  به صورت زیر تعیین می

(10) 
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ادلات حاکم بر حرکت و شرایط با استفاده از اصل همیلتون، مع 
 آید. مرزی این المان تیر ساندویچی به دست می

(12) 
                                            

0)(
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 dtUT
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1باشد و  اپراتور تغییراتی می در رابطه فوق،  2,t t  دو فاصله
( در رابطه 10( و)5) باشند. با جایگذاری روابط زمانی مشخص می

 شود: ( نتیجه می12)

(13) 
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      ( رابطه زیر حاصل 62( در رابطه )58با جایگذاری رابطه )
 شود:می

(64) 
e

DSM

ee uKf  
DSMماتریس سفتی دینامیکی

eK شوند.تعیین می  

(65) 1DSM

e QSK
 

ها و های سفتی دینامیکی المانپس از مونتاژ و ترکیب ماتریس
ال شرایط مرزی ابتدا و انتهای تیر، ماتریس سفتی دینامیکی کل اعم

های طبیعی، از  شود. برای تعیین فرکانس تعیین می DSMKتیر
شود. با استفاده از  دترمینان ماتریس سفتی دینامیکی، استفاده می

ویلیامز -های محاسباتی و الگوریتم معروف ویتریک تکنیک
  مودهای تیر را تعیین کرد. های طبیعی و شکل رکانستوان ف می
 

هاي گاهتحليل ارتعاشات آزاد تير ساندویچي با تکيه

 ساده
های ساده، گاهو با تکیه l زمانی که المان یک تیرساندویچی به طول

های تیر به صورت زیر  جاییدر حال ارتعاشات آزاد است، جابه
های ارتعاش در جهات طولی نه( دام66در رابطه ) B و  Aباشد. می

 باشند.و عرضی می

(66) ,3,2,1,

)sin(),(

)cos(),(
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( و بازنویسی 19( تا )15) ( در روابط66با جایگذاری رابطه ) 

شکل زیر ای به آنها به شکل ماتریسی برای ارتعاشات آزاد،  معادله

 شود:ظاهر می

(67)   02  cMK  
های طبیعی، به آسانی از آید که مربع فرکانسبه دست می

ماتریسمقادیر ویژه  1KM ها شوند. این ماتریس، محاسبه می

 اند.در پیوست نشان داده شده

 

 ویليامز -الگوریتم ویتریک
های از ترکیب ماتریس DSMKپس از محاسبه ماتریس سفتی نهایی

DSMسفتی المانی
eKای به ای طبیعی، معادلهه، برای تعیین فرکانس
 ( باید حل شود.68شکل معادله )

(68) 0uKDSM  
نیز  DSMKها وجایی های نودال الماندامنه جابهuکه بردار

باشد. در  می های طبیعیماتریسی مربعی و تابعی از فرکانس
های طبیعی از دترمینان ماتریس رای تعیین فرکانساغلب موارد ب

 شود، که باید برابر صفر باشد.می استفادهDSMKسفتی دینامیکی 

(69) 0K
DSM  

های طبیعی باید، رابطه در حالت معمول برای محاسبه فرکانس

 های طبیعی با فرکانس DSMKدترمینان ماتریس سفتی دینامیکی

شود. به هر  ، تعیین0DSMKمشخص شده تا فرکانس متناظر با 
های حال زمانی که ماتریس سفتی دینامیکی از ترکیب ماتریس

سفتی المانی به دست آمده، رابطه دترمینان ماتریس سفتی دینامیکی 
امنظم و غیرجبری است. از طرف های طبیعی بسیار نبا فرکانس

دیگر ممکن است چند فرکانس طبیعی بسیار نزدیک به هم یا برابر 
0uرابطه باشند و یا از   شوند. بنابراین در هر روش  محاسبه

آزمون و خطایی که با محاسبه دترمینان ماتریس سفتی دینامیکی 
ها وجود دارد. رخی از فرکانسشود، امکان محاسبه نشدن بانجام می

ویلیامز، کاملاً -این مشکل با استفاده از الگوریتم معروف ویتریک
( 70صورت رابطه )[. این الگوریم به16و15شود]برطرف می

 باشد: می

(70)  DSM
KsJJ  0

 
های تعداد فرکانس J0های طبیعی سازه، و تعداد فرکانس Jکه 

های گاهها دارای تکیهطبیعی سازه برای زمانی است که تمام المان

0uباشند یا گیردار  همچنین ، S DSMK تابع علامت برای ،

.باشدماتریس سفتی دینامیکی می S DSMK منفی  هایتعداد مؤلفه

بدون  DSMKمستقر روی قطر ماتریس با مثلثی که از ماتریس

 به هر حال باشد.جایی سطرها حاصل شده، می جابه S DSMK با 
 شود. [ به آسانی تعیین می17استفاده از روش حذفی گوس ]

 

 بررسي نتایج عددي
شود. در مثال اول، بررسی نتایج عددی تحت سه مثال ارائه می

های ساده، در مثال دوم، گاهارتعاشات آزاد تیر ساندویچی با تکیه
های گیردار و در مثال سوم گاهارتعاشات آزاد تیر ساندویچی با تکیه

ارتعاشات آزاد تیر ساندویچی یکسرگیردار مورد بررسی قرار 
 اند. گرفته

(، چهار فرکانس طبیعی کمینه برای یک 1: در جدول )1حالت
وش سفتی های ساده با استفاده از دو رگاهتیر ساندویچی با تکیه

 ( نشان داده شده است.4-2دینامیکی و حل دقیق )بخش 
 

                چ   ط     . چه         1    

4ω (Hz) 3ω (Hz) 2ω (Hz) 1ω (Hz) Methods 

866/1154 328/721 26/315 615/93 Exact 

866/1154 328/721 26/351 619/93 DSM 

 

  د از:عبارتن 1خواص هندسی و موادی تیر در حالت 

mmbmmLNmG

mmhkgmNmE

mmhkgmNmE

c

fcc

fff

4.252.7111068.82

7.128.3210215

4572.026801089.6

26

326

3210
















 

( نشان داده شده، نتایج روش سفتی 1طور که در جدول )همان
 دینامیکی با دقت قابل توجهی با نتایج حل تحلیلی مطابقت دارد. 

(، پنج فرکانس طبیعی کمینه برای یک 2: در جدول )2حالت
های گیردار با استفاده از دو روش سفتی گاهتیر ساندویچی با تکیه

[  نشان داده شده است. خواص 14ود ]دینامیکی و اجزاء محد
  عبارتند از: 2هندسی و موادی تیر در مثال 

mmbmmLNmG

mmhkgmNmE

mmhkgmNmE

c

fcc

fff

9.5926001022

8.34601056

9.179001021

26

326

3210
















 

 

های مورد استفاده در هر با توجه به تفاوت فرضیات و تئوری
روش، نتایج حاصله از سفتی دینامیکی حاضر)به غیر از فرکانس 

های اجزای اول( نسبت به نتایج به دست آمده از سایر روش
های طبیعی باشد. یکی از عوامل کاهش فرکانسمحدود، کمتر می

پذیری عرضی تیر با  استفاده در روش حاضر، در نظر گرفتن انعطاف
باشد. در این [ می9از مدل تیر ساندویچی فروستیگ و باروچ ]

گاهی را در راستای محوری تحمل گونه تکیهتئوری، هسته هیچ
گاهی کاملاً هکند و همین عامل باع  عدم ایجاد شرایط تکینمی

 شود. گیردار می
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 .   ج        ط                     چ             2    

 روش تحلیل

س
کان
فر

عی
طبی
ی 
ها

 

(H
z)

 

DSM *FEM 

  1روش  2روش  3روش  4روش 

 گیردار گیردار گیردار گیردار گیردار

26/26 27/26 27/26 27/26 52/24 1ω 

12/55 68/81 52/81 52/81 58/69 2ω 

33/110 80/145 38/145 22/145 52/108 3ω 

81/176 28/220 58/219 42/219 99/142 4ω 

53/266 03/310 57/308 91/308 98/178 5ω 
[ ارائه شده است. در روش اول از تئوری 14نتایج مربوط به روش اجزای محدود، در مرجع]*

وری اویلر، در روش سوم از تئوری بعدی ، در روش دوم از تئبعدی با المان سهالاستیسیته سه

 تیموشنکو و در روش چهارم تئوری مرتبه سه استفاده شده است.

 

( ، پنج فرکانس طبیعی کمینه برای یک 3: در جدول )3حالت
تیر ساندویچی یکسرگیردار با استفاده از روش سفتی دینامیکی نشان 
ود داده شده است. مقایسه نتایج با نتایج حل دقیق و المان محد

 دهد.تطابق خوبی را نشان می
 

 .   ج        ط                     چ            3    

5ω 

 (Hz) 
4ω 

 (Hz) 
3ω 

 (Hz) 
2ω 

 (Hz) 
1ω 

(Hz) 
Method 

61/1345 13/905 32/511 36/189 76/33 DSM 

37/1368  22/918  63/517  53/200  97/33  Ahmed[4] 

29/1349  29/907  30/512  98/198  75/33  Howson 

and Zare [7] 

 

  عبارتند از: 3خواص هندسی و موادی تیر در مثال 

mmbmmLNmG

mmhkgmNmE

mmhkgmNmE

c

fcc

fff

4.252.7111068.82

7.128.3210215

4572.026801089.6

26

326

3210
















 

 

ها های محوری و عرضی هسته و رویه(، تغییرشکل3) در شکل
در چهار شکل مود اولیه این تیر ساندویچی نشان داده شده است. 

( اشاره شد، شرایط کاملاً گیردار را در 2همان طور که در حالت )
( 3طور که در شکل )وان اعمال کرد. بنابراین همانت این روش نمی

در مودهای بالاتر نشان داده شده، جابه جایی محوری هسته در 
(، تغییرات اولین فرکانس 4) گاه گیردار صفر نیست. در شکلتکیه

cتغییراتطبیعی یک تیر ساندویچی تحت اثر  f   نشان داده
( نشان داده شده است، با 4ه در شکل )طور کشده است. همان

cنظر از نوع شرایط مرزی، با افزایش نسبتصرف f ،  اولین
یابد. زیرا با افزایش فرکانس طبیعی تیر ساندویچی کاهش می

یابد، در حالی که سختی چگالی هسته، جرم کل تیر افزایش می
 خمشی تیر ثابت است. 

 

 
 ل               ط                            چ  . چه    3  ل

             ف:   ل        ،  :   ل       م، ج:   ل       م، 

  :   ل     چه  م

 

 
fc.  غ          �        ط       4  ل  

 

(، تغییرات اولین فرکانس طبیعی یک تیر 5) شکلدر 
fاثر تغییراتساندویچی تحت  ch h  .نشان داده شده است   

( نشان داده شده است، با افزایش 5) طور که در شکلهمان
fنسبت ch h اولین فرکانس طبیعی تیر ساندویچی یکسرگیردار و ،

 یابد، در صورتی کهیا تیر ساندویچی با تکیه های ساده افزایش می
fبا افزایش نسبت  ch h،  اولین فرکانس طبیعی تیر ساندویچی با
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زیرا تغییر  یابد. های گیردار ابتدا افزایش و سپس کاهش می تکیه 
ها، روی سختی خمشی و جرم کل تیر تأثیر ضخامت رویه

 گذارد.  می
 

 
.  غ          �        ط        5  ل

cf hh 

 

 گيري نتيجه
اد تیرهای ساندویچی دهد که تحلیل ارتعاشات آزنتایج نشان می

باشد. نتایج ارائه توسط روش سفتی دینامیکی دارای دقت خوبی می
های حل دقیق و المان محدود دارد. در شده تطابق خوبی با روش

گاه مواردی که در ابتدا و انتهای تیر، هسته آزاد و یا دارای تکیه
ی هاساده است، روش ارائه شده با حداقل تعداد المان دارای جواب

باشد. سرعت حل روش ارائه شده  مناسب  خوب و قابل قبولی می
های ساندویچی ضخیم به علت باشد. با وجود پیچیدگی سازهمی

بندی ارائه شده در این پذیر، به کمک فرمولداشتن هسته انعطاف
توان مسائل مقادیر ویژه مانند مقاله، با دقت و سرعت خوبی می

ویچی را حل کرد و برای تحقیقات های ساندارتعاشات آزاد سازه
های تخت و دوانحنایی توسعه بندی را از تیرها به ورقآتی فرمول

  داد.

 

 علائم و اختصارات
 

2a بعدمتغیر بی  

 بردار ثابت
ea  

 مساحت سطح عمودی هسته
cA
 

 یهرومساحت سطح عمودی هر 
fA
 

thj اندیکس ثابت jA
 

b پهنای المان  

2 بعدمتغیر بی

fb
 

2 بعدمتغیر بی

cb
 

thj اندیکس ثابت 
jB
 

c بعدمتغیر بی  

D اپراتور دیفرانسیلی  

 هامدول الاستیسیته رویه
fE
 

F دار نیروی المانبر
e

 

 نیروهای مؤثر
0 0, , ,t b lt lbF F F F  

 ول برشی هسته میانیمد
cG
 

 ضخامت هسته میانی
ch
 

 ضخامت هر رویه
fh
 

1 
i  

i شمارنده فرکانس طبیعی  

j شمارنده فرکانس طبیعی  

J یتعداد فرکانس طبیع  

 تعداد فرکانس طبیعی وقتی که

0
DSMu 

0J
 

DSM ماتریس سفتی دینامیکی کلی
K

 
DSM ماتریس سفتی دینامیکی المان

eK
 

FEM ماتریس سفتی المان

eK
 

l نطول الما  

L طول تیر  

m شمارنده فرکانس طبیعی  

 جرم واحد طول هسته میانی
cm
 

 هاجرم واحد طول در رویه
fm
 

FEM ماتریس سفتی المان

eM
 

),( ممان خمشی txM  

 هاممان خمشی در گره
0, lM M  

),( نیروی محوری txP  

 هانیروی محوری در گره
0, lP P  

r بعدمتغیر بی  

2s بعدمتغیر بی  

روی قطر ماتریس بالا  تعداد عضوهای منفی

مثلثی حاصل شده از 
DSM

K بدون تعویض

 هاردیف

 s K DSM  

t زمان  

T انرژی جنبشی  

 بردار تغییر مکان المان
eu  
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u بردار تغییر مکان کلی  

),( تغییر مکان محوری txu  

 هاتغییر مکان محوری در گره
0, lu u  

U انرژی کرنشی  

),( نیروی برشی txV  

 هانیروی برشی در گره
0, lV V  

V حجم المان  

),( تغییر مکان عمودی txw  

 هاتغییر مکان عمودی در گره
0, lw w  

x محور عضو  

X جهت محوری  

y محور عضو  

Y جهت عمودی  

Z ت پهنای تیردر جه  

 متغیر بی بعد
j
 

 کرنش برشی
xy

 
 اپراتور اول تغییرات  

 کرنش نرمال
x  

 بعدمتغیر بی  

thj ی معادله مفسرهریش j  

),( تغییرمکان چرخشی tx  

 هاتغییرمکان چرخشی در گره
0, l   

 چگالی هسته میانی
c  

 هاچگالی رویه
f
 

 تنش نرمال
x
 

 برشی تنش
xy
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