
  4343   

 

1391ي دوم، زمستان  ، شمارهلوسال ا  

شه
شي

د 
حم

م
 

ي
ار

ك
رش

مي
ن 

رفا
 ع

ز،
سا

 

 
  بررسي اثر هيبريداسيون الياف بـر پاسـخ دينـاميكي توزيـع تـنش در      

  هاي مركب تحت تركلايهتك

  2، عرفان ميرشكاري1سازمحمد شيشه

  چمران اهوازدانشگاه شهيد  گروه مهندسي مكانيك،

  دانشگاه آزاد اسلامي اهواز

  06/10/1390: تاريخ دريافت مقاله

  09/05/1391: تاريخ ارزيابي نهايي

  

  چكيده 

ي گسسـته   لايه هيبريد با ابعاد محدود، تحت اثر تـرك از لحظـه  در كار حاضر توزيع تنش گذرا در تك
جهـت و   ي الياف هـم  فرض بر آن است كه كليه. شدن الياف تا رسيدن به حالت تعادل، بررسي شده است

لايـه   ي تـك باشد و ترك در ميانهو در راستاي الياف مي صورت كششي  شده بر ماده مركب بهبار اعمال 
به . گردند معادلات ديفرانسيلي جابجايي گذراي الياف به كمك تئوري شيرلگ استخراج مي. شودايجاد مي

 ـ ديفرانسيلي استخراج شده، از روش تفاضل محدود استفاده مـي  - منظور حل معادلات تفاضلي نتـايج  . ودش
دست آمده، اثر هيبريداسيون، جرم و مدول كشساني الياف و اندازه ترك را بر پاسخ دينـاميكي توزيـع    به

لايه سـاده  مقادير گذراي ضريب تمركز تنش استخراج شده در اين تحقيق براي تك. دهندتنش نشان مي
  .ي انطباق كامل دارنددست آمده از روش تحليلگسسته شده با نتايج به 1تحت تركي تا سه رشته

  :كليدواژه

  .فراجهش ديناميكي  ،ضريب تمركز تنش ديناميكي ،توزيع تنش گذرا ،لايه هيبريدتك

  

  

  

  مقدمه

شود كه عبارت هيبريد عموماً براي توصيف مواد مركبي استفاده مي
بـا هيبريـد   . بيش از يك نوع رشته در يك زمينه مشترك قرار گيرند

مكانيكي نسبت به حالت سـاده بهبـود يافتـه و    نمودن الياف، خواص 
مـواد    از جملـه ايـن  . يابـد  هـاي سـاخت مـواد تغييـر مـي      وزن و هزينه

ي هيبريدي اشاره نمود كـه در آن اليـاف    لايه توان به تك مركب مي
صورت يـك در ميـان در زمينـه قـرار      با خواص مكانيكي متفاوت به

در صـنايع مختلـف از   به دليل كاربرد وسـيع مـواد مركـب    . اند گرفته
خصوص در مواجهـه   هي رفتار اين مواد ب جمله صنايع هوايي، مطالعه

با نقايصي مانند سوراخ و ترك از اهميت بالايي برخودار بوده ولـي  
ــار    ــل رفت ــواد مركــب، تحلي ــاهمگن و غيرايزوتروپيــك م خــواص ن

هــاي  از ايــن رو تحليــل جنبــه. ســازد هــا را دشــوار مــي مكــانيكي آن
  .رسد مكانيكي مواد مركب ضروري به نظر مي مختلف رفتار

جهــت  3، از اولــين كســاني بــود كــه از مــدل شــيرلگ]1[ 2هــاچپس
در اين مدل فرض . بررسي رفتار مكانيكي مواد مركب استفاده نمود

ــوده و         ــل نم ــي را تحم ــار كشش ــط ب ــاف فق ــه الي ــت ك ــر آن اس   ب
  
  

فـرض شـده اسـت    . گيـرد  فقط تحت بارهاي برشـي قـرار مـي    4زمينه
نهايـت و ميـان رشـته و زمينـه پيونـد       لايـه بـي   طول و عرض تك كه

ي شكست رفتار الاسـتيك   ا نقطهبرقرار است و رشته و زمينه ت كامل
در اين مرجع ضريب تمركز تـنش اسـتاتيكي در نـوك    . خطي دارند

دســت بــه) دهــدكــه در آن بيشــترين تمركــز تــنش رخ مــي (تــرك 
 .است آمده

هايي بر روي مواد مركـب   ، با انجام آزمايش]2[ 6و ديتون 5زندر
روش هـاچپس را نشـان   اورتـان صـحت    با رشته داكرون و زمينه پلي

، توزيـع تـنش و تمركـز تـنش را در     ]3[ 7دايك هاچپس و ون. دادند
گوش با طـول و عـرض    هايي با آرايش الياف مربعي و شش چندلايه

هـا   آن. نهايت و با تعداد معين الياف شكسته شده بدسـت آوردنـد   بي
براي استخراج معادلات از مـدل شـيرلگ اسـتفاده نمـوده و آرايـش      

 .اي در نظر گرفتند الياف شكسته شده را بصورت مربعي و دايره

، با اصلاح مدل شيرلگ، توزيع تنش را در ]4[ 9و چائو 8فوكودا
ي هيبريدي با الياف ناپيوسته در حالت  لايه ي مركب تك يك ماده

ها تمركز تنش را در دو  آن. شكست متقارن الياف بررسي نمودند
 .دست آوردند مدول بالا و مدول پايين بهنوع رشته با 

هــايي بــا  ، تمركــز تــنش در چندلايــه]5[و همكــاران  10لنــديس 
 mshishehsaz@scu.ac.ir استاد .1

  erfan.mirshekari@iauahvaz.ac.ir مربي .2
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نهايـت را   ضـلعي بـا طـول و عـرض بـي      آرايش الياف مربعي و شـش 
روش به كار رفته نوعي روش شـيرلگ بهبـود يافتـه    . بدست آوردند

شـد بـه    مـي بعدي مـدل   هاي سه بود كه در آن زمينه به صورت المان
هـاي اليـاف قـرار     اي المـان، جابجـايي   هاي گـره  قسمي كه جابجايي

نتايج بدست آمده از روش شيرلگ . باشد گرفته در اطراف زمينه مي
 11مكينـگ  لنديس و مـك  . با روش اجزاء محدود مقايسه شده است

ي مركبي  ، با استفاده از مدلي مشابه با مدل شيرلگ تنش در ماده]6[
در ايـن تحقيـق رفتـار زمينـه     . يك رشته شكسته را تحليـل نمودنـد  با 

 .پلاستيك كامل در نظر گرفته شده است –الاستيك 

، اثــر كشــش زمينــه بــر توزيــع تــنش در رشــته و  ]7[ ســاز شيشــه
ي مركـب هيبريـدي را بررسـي     همچنين اثر گسيختگي زمينه بر ماده

ــود ــه. نم ــاز شيش ــع س ــك ، توزي ــك ت ــنش را در ي ــه ت ــب  لاي ي مرك
با عرض محدود در دو حالت رشته كوتـاه و رشـته بلنـد و     هيبريدي

در ايــن مرجــع توزيــع تــنش در . هــا بررســي كــرد زمينــه اطــراف آن
انـد، محاسـبه    اطراف دو ترك كه با فاصـله از يكـديگر قـرار گرفتـه    

  .است  شده
خصوص  ههاي عددي بدر همين زمان، بعضي نويسندگان، روش

روش تفاضل محدود را جهت درك رفتار دينـاميكي مـواد مركـب    
رسـد تنهـا كـار انجـام شـده بـراي       بـه نظـر مـي   . ]10-9[كار بردند  به
ي مركـب،   دست آوردن توزيع تمركز تـنش گـذرا در يـك مـاده     به

در اين كار تمركـز تـنش گـذرا    . است] 1[تحقيق هاچپس در مرجع 
ي شكسـته  حداكثر سه رشته لايه با ابعاد نامحدود تحت اثر براي تك

هـاچپس بـا   . دسـت آمـده اسـت    شده، به كمـك توابـع مخـتلط،  بـه    
گيري نسبت به متغيـر زمـان از معـادلات حركـت دينـاميكي       لاپلاس

دسـت آورد   الياف، روابطي شبيه به معادلات ديفرانسيلي استاتيكي به
. و از حلي مشابه حالت استاتيكي براي حالت ديناميكي استفاده نمود

وي به علت پيچيدگي حل نتوانست معـادلات را بـراي بيشـتر از سـه     
  . ي شكسته شده حل نمايدرشته

اي هيبريــد از لايــهدر كــار حاضــر، توزيــع تــنش گــذرا در تــك
ي شكست الياف تا زمان رسـيدن بـه حالـت تعـادل اسـتاتيكي       لحظه

اثر انـدازه تـرك، و هيبريداسـيون اليـاف و نيـز       .دست آمده است به
ناشي از ديناميك شكست اليـاف بـر توزيـع و ضـريب تمركـز       تاثير

 .لايه هيبريد بررسي شده استتنش در تك

  استخراج معادلات ديفرانسيل

ابعاد ماده مركب مورد بررسي، محدود و بار اعمـال شـده در جهـت    
فـرض شـده اسـت اليـاف همراسـتا و       .شـود  الياف در نظر گرفته مـي 

بــر آن در راســتاي اليــاف  مــوازي بــوده و بــار كششــي اعمــال شــده
ايـن فـرض   . كنـد  باشد و ماتريس تنها بارهاي برشي را تحمل مي مي

  .براي بيشتر مواد مركب با ماتريس ضعيف مناسب است
براي نوشتن روابط، فرضيات اضـافه زيـر در نظـر گرفتـه شـده      

  :است
هـاي مجـاور آن پيونـد كامـل برقـرار       ميان هر رشته و ماتريس -

 .است

ي شكســت داراي رفتــار الاســتيك  تــا نقطــه رشــته و مــاتريس -
 .خطي هستند

 .شوند رشته و ماتريس همگن فرض مي -

شود، البتـه   صورت مربع در نظر گرفته مي سطح مقطع الياف به -
اي در نظر گرفته  مساحت سطح مقطع، برابر با حالت دايره دباي

 .شود

. دهـد لايه هيبريد نشان مـي ، سطح مقطع الياف را در تك1شكل
ــرا ــهب ــراي LMي حركــت در هــر رشــته، از نمــاد   ي نوشــتن معادل   ب

بـراي نمـايش    HMتـر و   كششي پـايين  مشخص نمودن رشته با مدول
ي رشته، بدون  شماره n .شود رشته با مدول كششي بالاتر استفاده مي

براي مشـخص كـردن اليـاف بـا مـدول      . در نظر گرفتن نوع آن است
  . شود استفاده مي *تر، از علامت  پايين

از  )LM(بـا مـدول پـايين     امnمقدار تـنش عمـودي بـراي رشـته     
  :آيد دست مي ي زير به رابطه

 )1(  *
* * * * n

n f n f

du
E E

dx
σ ε= = 

 LMي فوق، نيروي اعمال شده بر هر رشته با استفاده از رابطه
  :برابر است با

)2(  *
* * * n

n f f

du
p E A

dx
= 

ــه  ــايي ك *در ج
n

u  و*

n
p    ــته ــار در رش ــايي و ب ــب جابج ــه ترتي ب

*و  nي  شماره *

f f
E A سفتي كششي رشته LM تنش برشـي در  . است

 :شودصورت زير بيان مي زمينه به

)3(  v
( )xy

u
τ = G

y x

∂ ∂+
∂ ∂

 

با اين فرض كه جابجايي . مدول برشي زمينه است Gكه در آن 
صورت زير  نباشد، عبارت تنش برشي به xتابعي از  )v(عرضي زمينه 

 :است

)4(  ( / )xy

du
G u y G

dy
τ δ δ= = 

نمايش تفاضل محدود تنش برشي در زمينه بر حسـب جابجـايي   
ــله   ــايين، و فاص ــالا و پ ــاف ب ــين آن الي ــا ي ب ــه)d( ه ــر   ب ــورت زي ص

    :باشد مي
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)5(  *

, ,( ) ( ) nn
xy n n xy n n

u u
G G

d
τ γ +

+ +

−
= = 1

1 1
  

)6(  *

, ,( ) ( ) n n
xy n n xy n n

u u
G G

d
τ γ −

− −

−
= = 1

1 1

 

ي معادله 2ي شيرلگ و با توجه به شكل استفاده از فرضيهبا 
  .به شرح زير است LMامين رشته nحركت براي 

 )7(  { }
* *

*
, ,( ) ( ) (m . )n n

xy n n xy n n

p u
dx hdx dx

x t
τ τ+ −

∂ ∂
+ − =

∂ ∂

2

1 1 2

 

جرم بر واحد طول  m*لايه،ضخامت تكh در اين رابطه  
هر يك از الياف و  امnي تنش برشي بين رشته xyτ و LMي رشته

ي در رابطه 6و  5، 2با جايگزيني روابط . لايه استكناري در تك
 : شودبه صورت زير نوشته مي LM، معادله حركت براي الياف 7

)8(  *
* * * *( ) n

f f n

n
n n

uu Gh
E A u u u m

x d t+ −

∂∂ + − + =
∂ ∂

22

1 12 2
2

 

، معادله ديفرانسيل HMبا طي نمودن روندي مشابه براي الياف 
-هاي تكگرفته در لبهبه جز الياف قرار (جابجايي براي اين الياف 

 :صورت زير است به) لايه

)9(  * *( )
n

n n
f f n n

u uGh
E A u u u m

x d t−

∂ ∂+ − + =
∂ ∂1

2 2

2 2
2

 

به همين . لايه برابر صفر استهاي آزاد تكتنش برشي در لبه
لايه هاي تكي تعادل براي الياف قرار گرفته در لبه دليل معادله

ضمن احتساب اين مطلب و با اين فرض كه الياف . متفاوت است
HM ي تعادل براي كل  اند، معادلهلايه قرار گرفتهتك هايدر لبه
 :صورت ماتريسي برابر است با لايه بهتك

)10(  Gh

d
′′ − = &&eu Lu mu 

 :در جايي كه

)11(  
N

* *
N N[ , , , , , , ]T u u u u u u

−−= K

2 1
1 1 2

u  

)12(  * *
N N N[ , , , , , , ]T u u u u u u− −′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′= K

1 2 3 2 1
u  

)13(  * *
N N N[ , , , , , , ]T u u u u u u− −=&& && && && && && &&K

1 2 3 2 1
u 

هاي ماتريس .لايه استتعداد الياف در تك Nدر اين روابط 

L ،m و e باشند صورت زير مي به: 

)14( 

(N N)×

−⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

L

L

L

M M M M L M M M M

L

L

L

1 1 0 0 0 0 0 0

1 2 1 0 0 0 0 0

0 1 2 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 2 1 0

0 0 0 0 0 1 2 1

0 0 0 0 0 0 1 1

L
 

)15( 

*

*

(N N)

m

m

m

m

m

m ×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

L

L

L

M M M M L M M M M

L

L

L

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

m
 

)16( 

* *

* *

(N N)

f f

f f

f f

f f

f f

f f

E A

E A

E A

E A

E A

E A
×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

L

L

L

M M M M L M M M M

L

L

L

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

e
 

ها قرار گرفته در لبه LMكه الياف شود در صورتيملاحظه مي
ي معادله e و mهاي هاي ماتريستوان با جابجايي درايه باشند، مي

 . دست آورد ديفرانسيل جابجايي الياف را به

   شرايط اوليه و شرايط مرزي

وسط  شود گسستگي الياف درملاحظه مي 3طور كه در شكلهمان
ام آغاز شده  fي ي شمارهرخ داده و ترك از رشته (x=0) لايهتك

 .باشدرشته گسسته شده مي rو شامل 

قبل . ي ايجاد ترك استلحظهلايه در شرايط اوليه، شرايط تك
 pاز پاره شدن الياف بار اعمال شده در امتداد طول هر رشته برابر با 

 :است) لايه دور از ترك ي چندبار كششي اعمال شده بر هر رشته(

)17(  ( , )np x p=0

 

در . ي گسستن الياف است  ي بعدي، مربوط به لحظه شرط اوليه
اي  حالت سكون قرار داشته و سرعت لحظهاين لحظه هر رشته در 

 :آن برابر صفر است؛ به عبارت ديگر

)18(  ( , )nu
x

t

∂ =
∂

0 0

 

. شرايط مرزي مربوط به زمان پس از گسسته شدن الياف است
جابجايي در الياف سالم و نيروي كششي  =0xدر اين حالت در 
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عبارت به  .اعمال شده بر الياف گسسته شده، برابر با صفر است
 :ديگر

)19(  ( , ) ( )nu t n f or n r f= < > +0 0

  

)20(  ( , ) ( )np t f n r f= ≤ ≤ +0 0

 

همچنين بار كششي در تمام الياف، دور از ترك به سمت بار 
 :به قسمي كه. كند ميل مي pكششي يكنواخت 

)21(  ( )n xp p→∞ = 

 
  بعدسازي معادلات تعادل، شرايط اوليه و شرايط مرزي بي

دست آمده با استفاده از پارامترهاي  معادلات تعادل به
nP ،*

n
P ،

nU ،*
n

U ،ξ ،Q وR شوند بدون بعد مي:  

)22(  n
n

p
P

p
= 

)23(  
*

* n

n

p
P

p
= 

)24(  f f
n n

E A Gh
U u

p d
=

2
  

)25(  * *
n n

f fE A Gh
U u

p d
=

2
  

)26(  
f f

Gh
x

E A d
ξ =

  

)27(  
m

Gh
t

d
τ =

  

)28(  *m

m
Q =

  

)29(  
* *

f f

f f

E A
R

E A
= 

جايگزيني پارامترهاي بدون بعد در معادلات تعادل، ضمن 
 :آينددست مي بعد تعادل به شرح زير به معادلات بي

)30(  ′′ − = &&EU LU MU  

)31(  
N

* *
N N[ , , , , , , ]T U U U U U U

−−= K

2 1
1 3 2

U  

)32(  
N

* *
N N[ , , , , , , ]T U U U U U U

−−′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′= K

2 1
1 3 2

U  

)33(  
N

* *
N N[ , , , , , , ]T U U U U U U

−−=&& && && && && && &&K
2 1

1 3 2
U  

)34(  

(N N)

Q

Q

×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

L

L

L

M M M M L M M M M

L

L

L

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1

M

  

)35(  

(N N)

R

R

×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

L

L

L

M M M M L M M M M

L

L

L

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1

E

 

به شرح ) بدون در نظر گرفتن نوع الياف(شرايط اوليه بدون بعد 
 :باشندزير مي

)36(  ( , )nU ξ
τ

∂ =
∂

0 0  

)37(  ( , ) ( , )n
n

U
P ξ ξ

ξ
∂= =
∂

0 0 1
 

) بدون در نظر گرفتن نوع الياف(شرايط مرزي بدون بعد 
 :صورت زير است به

)38(  ( , ) ( )nU n f or n f rτ = < > +0 0
  

)39(  ( , ) ( , ) ( )n
n

U
P f n f rτ τ

ξ
∂= = ≤ ≤ +
∂

0 0 0

 

)40(  ( )nP ξ→∞ =1 

  حل معادلات ديفرانسيل

دست آمده بيانگر دستگاه معادلات ديفرانسيلي تفاضـلي   معادلات به
دسـت   براي حل معادلات ديفرانسيل بـه . مرتبه دوم با دو متغير هستند

در ابتدا بـراي  . شود آمده از روش تفاضل محدود صريح استفاده مي
  .شود در نظر گرفته مي Lحل، طول الياف، محدود و برابر 

كل تفاضـل محـدودي معـادلات    دسـت آوردن ش ـ  به منظـور بـه  
تقسيم  ξΔهاي مساوي  هر رشته به قسمت 4ديفرانسيل، مطابق شكل

 :به قسمي كه. شود مي

)41(  
zL S ξ= Δ 
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در جايي كه  
zS تعداد تقسيمات رشته در جهت طول آن است .

 :قسمي كه شود به ناميده مي  iي هر قسمت شماره

)42(  
iξ ξ= Δ 

ي پـاره شـدن    ي زمـاني بـدون بعـد، از لحظـه     همچنين هر مرحله
در هر مرحله، زمان ياد شده در قالب . شود نمايش داده مي jالياف با 

 :آيددست مي بدون بعد به شرح زير به

)43(  
jτ τ= Δ 

(بعد از گسسته شدن الياف كل زمان منظور شده 
totalτ ( از

 :شود ي زير حاصل مي رابطه

)44(  
total tSτ τ= Δ 

مشـتق   .باشد تعداد تقسيمات زمان بدون بعد مي tSدر جايي كه 
، iي  دوم مكــاني بــدون بعــد در قالــب تفاضــل مركــزي حــول نقطــه

 :استصورت زير  به

)45(  
, , , ,

( )
n n n n

i j i j i j i jU U U U

ξ ξ

+ −∂ − +
=

∂ Δ

2 1 1

2 2

2

 

,

n

i jU ي بيانگر جابجايي رشتهn بدون در نظر گرفتن نوع آن(ام (
iξي اي به فاصلهدر نقطه ξ= Δ  از وسط رشته در زمانjτ τ= Δ 

توان  مشتق دوم زماني بدون بعد را مي. پس از پاره شدن الياف است
 :صورت زير نوشت به j ي  در قالب تفاضل مركزي حول نقطه

)46(  
, , , ,

( )
n n n n

i j i j i j i jU U U U

τ τ

+ −∂ − +
=

∂ Δ

2 1 1

2 2

2
 

، شكل تفاضل محدودي 46و  45، 30با استفاده از روابط 
صورت زير  ديفرانسيل جابجايي به شكل انديسي به  ي معادله

 :شود مياستخراج 

)47(  

2
, ,, 1 , , 1,

,
1, , ,

2

, 1, , 1

,

( )
2 1

,

n k n n

n n

N
n n n ni j i j i j i j

n k
kn n n n n n

n n i j i j

n n

sE sE
U L U U U

M M M

sE
U U s

M

τ

τ
ξ

+ +

=

− −

⎛ ⎞Δ= − − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞Δ+ − = ⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

∑ 

ي بـدون بعـد  ام در فاصلهnي ي جابجايي رشته ، معادله47رابطه 

( )iξ ξ= Δي زماني بدون بعد ، در مرحله( )jτ τ= Δاست.  

دست آوردن جابجايي  شود كه براي شروع حل و به ملاحظه مي
,مرحلـه زمـاني جديـد   در هر نقطه از الياف در  1( )

n

i jU ي از معادلـه  +
ي شـرايط اوليـه و   بايست به وسـيله مجهولاتي وجود دارد كه مي 47

  :باشنددست آيند؛ اين مجهولات به شرح زير مي مرزي به
,كـه وجـود    ابتدا ايـن  - 1

n

i jU ,و −

n

i jU     در معادلـه مـذكور نشـان
دهد كه جابجايي هر نقطه در هر رشـته بـا جابجـايي آن نقطـه در      مي

بـراي شـروع حـل، جابجـايي     . دو مرحله زماني گذشته مرتبط اسـت 
 ايـد بي زماني اول مشخص نبوده و نقاط مختلف الياف در دو مرحله

 . ها را محاسبه نمود با استفاده از شرايط اوليه، آن

,جود عبارت همچنين و -

n

i jU گر اين مطلـب اسـت كـه    ، بيان1−
اي قبـل از آن  جابجايي هر نقطـه در طـول رشـته بـه جابجـايي نقطـه      

گـردد كـه در محـل     ساز ميرو مشكل اين مطلب از آن. بستگي دارد
بـا اسـتفاده از   ايـد  بايجاد ترك، جابجـايي اليـاف مشـخص نبـوده و     

  .يددست آ شرايط مرزي به
ي اول از  گونه كه ذكر شد جابجـايي اليـاف در دو مرحلـه   همان

ي اول پـيش از گسسـته شـدن     مرحلـه . آينـد  دست مي هشرايط اوليه ب
ي اليـاف سـالم و    در ايـن زمـان همـه   . شـود  الياف در نظر گرفته مـي 

 37ي نيروي كششي اعمال شده بر آنها يكسـان بـوده و شـرط اوليـه    
در قالـب  =j 1مشـتق اول بيـان شـده در ايـن رابطـه در      . برقرار اسـت 

 :شود صورت زير نوشته مي تفاضل پيشرو به

)48(  
( , ) ( , )

( , ) ( , ) n n

i i

n
n

U UU
P ξ ξ

ξ ξ

+ −∂= = =
∂ Δ

11 1

0 0 1 

لايه متقارن بوده و جابجايي وسط  همچنين با اين فرض كه تك
ي  ي نقاط الياف در مرحله الياف برابر صفر است جابجايي همه

 :باشدبه شرح زير مي )وسط الياف( =1jزماني اول در 

)49(  ( , )

n
U =11

0
 

، جابجايي در تمام قسمتهاي الياف در 49و  48با تركيب روابط 
 :آيد دست مي صورت زير به به )=j 1(ي اول  لحظه

)50(  
( , ) ( , )

( , )

, , ,

( )
n n

n

N
z

U U

U S n N

ξ ξ

ξ

= Δ = Δ

= − Δ ≤ ≤

K

2 1 3 1

1

2

1 1

 

در . ي گسسـته شـدن اليـاف اسـت     لحظه ) j =2(ي بعدي  مرحله
و نوشـتن سـرعت بـه فـرم      36ي  اين مرحله با استفاده از شـرط اوليـه  

 .آيد دست مي ط مختلف هر رشته بهتفاضل پيشرو، جابجايي نقا

)51(  ( , ) ( , )

( , ) n n

i i

n
U UU ξ τ

τ τ
−∂ Δ = =

∂ Δ

2 1

0 

كه برابر با جابجايي  )j=2(ي دوم  در نتيجه جابجايي در مرحله
 .آيد دست مي ي اول است به در مرحله

)52(  ( , ) ( , ) ,
n n

i i
zU U n N i S= ≤ ≤ ≤ ≤2 1

1 1
 

,

n

i jU ,مقدار نداشته و در اين نقطه عبارت  = 1iدر  1−

n

jU 0  
,به همين دليل . شودايجاد مي

n

jU به طريقي توسط شرايط مرزي  0
  .آيد دست به

شـود كـه در اليـاف سـالم      ملاحظـه مـي   38ي  با توجـه بـه رابطـه   
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ξدر (لايه  جابجايي الياف در وسط تك برابـر صـفر اسـت بـه     ) 0=
 :عبارت ديگر

)53(  , ( ) & ( )
n

jU j n f or n f r= ≤ < > +0

0 3 

ي ي مــادهبــراي تعيــين جابجــايي اليــاف گسســته شــده در ميانــه
براي . شوداستفاده مي  39 از شرط مرزي) محل وقوع ترك(مركب 

تبديل مشتق اول در قالب تفاضل محدود، به جاي استفاده از تفاضل 
)ي اول پيشرو كه خطاي آن از مرتبه )ξΔ    است از تفاضـل مركـزي

دسـت  در اين صورت خطـاي بـه  . شود استفاده مي = 1iي حول نقطه

)ي آمده از مرتبه )ξΔ  :است 2

)54(  
( , ) ( , )

( , ) ( , )

( ) & ( )

n n

j j

n
n

U UU
P

j f n f r

τ τ
ξ ξ

−∂= = =
∂ Δ

≤ ≤ ≤ +

2 0

0 0 0

2

3

 

ي  شود كه براي الياف گسسته شـده، رابطـه   در نتيجه ملاحظه مي
 :زير برقرار است

)55(  ( , ) ( , ) ( ) & ( )
n n

j jU U j f n f r= ≤ ≤ ≤ +0 2

3 

ي تفاضـل    ، رابطـه 47ي در معادلـه  55و  53ضمن اعمال روابـط  
1ξي جابجـايي در   كننـده  محدودي بيـان  ξ=Δ )   در نزديكـي محـل

  :شودبه شرح زير حاصل مي) وقوع ترك

)56(  
, ,, , , , ,

,
, , ,

( )

( ) & ( )

n k n n

N
n n n nj j j j j

n k n
knn n n n n

t

sE sE
U L U U U U

M M M

j S n f or n f r

τ+ −

=
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2

1 1 1 1 1 1 1

1

2 1
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)57(  
, ,, , , , ,

,
, , ,
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N
n n n nj j j j j

n k n
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t

sE sE
U L U U U U
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j S f n f r

τ+ −

=
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، از )j=1و   j=2(ي زماني اول ها در دو مرحلهبا داشتن جابجايي
نقاط  به بعد، جابجايي) j=3(ي زماني سوم ، از مرحله51و  50روابط 

و  47ي از رابطه) لايه به جز در وسط تك(لايه  مختلف الياف تك
دست  به 57و  56از روابط ) محل ايجاد ترك(لايه در وسط تك

  .آيدمي
چون براي نوشتن شكل تفاضل محدودي مشتق مرتبه دوم از 

ي  تبديل تفاضل مركزي استفاده شده پس خطاي محاسبات از مرتبه

)2( )τΔ،2( )ξΔ (رو با بيشتر نمودن تقسيمات،  از اين. باشد مي
خطاي محاسبات كاهش يافته و پاسخي نزديك به پاسخ دقيق 

005τΔ.در كار حاضر . آيد بدست مي 01ξΔ.و  = در نظر  =
  . شود گرفته مي

  

 

  ي ضريب تمركز تنش محاسبه

ي ي سـالم بعـد از رشـته   ، نسبت بار در اولـين رشـته  Krتمركز تنش، 
اي  شده در محل ايجاد ترك، به بـار در همـان رشـته در فاصـله      پاره

قـرار   pالياف تحـت كشـش يكسـان    . دور از محل وقوع ترك است
تـنش  باشد، از اين رو تمركـز   ، يك ميPبعد بار،  ي بي اندازه. دارند

ي سـالم  بعد مربوط به كشش رشـته در اولـين رشـته    همان عبارت بي
 :ي پاره شده استبعد از رشته

)58(  ( 1) ( 1)

(2, ) (1, )

( 1)
( 1) (0, ) (0, ) f r f r

j j

f r
r f r

U UU
K P τ τ

ξ ξ
+ + + ++ +

+ +

−∂
= = =

∂ Δ
 

حداكثر ضريب تمركز تنش ايجاد شـده در طـول زمـان بعـد از     
و نسبت آن  )Kd(گسسته شدن الياف، ضريب تمركز تنش ديناميكي 

  ، فــراجهش دينــاميكي  ))∞=Kr(τ(بــه ضــريب تمركــز تــنش اســتاتيكي
)rη( شودخوانده مي: 

)59(  
( )

K

K
d

r
r τ

η
=∞

= 

  نتايج

جا كه تحقيق حاضر، اولين كار ارائه شده در زمينه بررسي توزيع از آن
لايه هيبريد بوده و مرجعي براي مقايسه وجود ندارد،  تنش گذرا در تك

شده، نسبت مدول كششي و جرم بر واحد جهت تاييد نتايج استخراج 
] 1[لايه ساده با مرجع طول الياف برابر يك قرار داده شده و نتايج تك

، تاثير افزايش الياف گسسته شده بر نمودار 5شكل. گرددمقايسه مي
لايه ساده را ضريب تمركز تنش گذراي نوك ترك متقارن در تك

رشته  8تا  1و تحت اثر  رشته بوده 25لايه، داراي تك. دهدنشان مي
شود كه با ملاحظه مي. گيردي خود قرار ميگسسته شده در ميانه
ي ضريب تمركز تنش به سمت مقادير استاتيكي گذشت زمان، اندازه

همچنين نمودار ضريب . گرددهمگرا مي] 1[ذكر شده در مرجع 
رشته گسسته شده با نتايج  3دست آمده تا تمركز تنش گذراي به

  . انطباق كامل دارد] 1[ت آمده در مرجع دس به
مقادير ضريب تمركز تـنش اسـتاتيكي و دينـاميكي و فـراجهش     

ارائـه   1لايه ساده در جدولرشته گسسته شده در تك 5ديناميكي تا 
 . شده است

اثير افزايش الياف گسسته شده بر نمودار ضريب تمركز تنش ت .1 جدول

سادهي  لايه گذراي نوك ترك متقارن در تك  

r Kd   Kr(τ=∞(   
rη    

1 533/1    333/1  15/1  

2 906/1  600/1  19/1  

3 195/2  829/1  20/1  

4 480/2  032/2  22/1  

5 722/2  216/2  23/1  
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به منظور بررسي تاثير هيبريداسيون الياف بر توزيع تنش، اليافي  
در نظر  از جنس شيشه و گرافيت با مساحت سطح مقطع يكسان

ها شود كه نسبت مدول كشساني و جرم بر واحد طول آنگرفته مي
  ). 2جدول (است  Q =82/1و  R =33/0به ترتيب 

 
  ي هيبريد لايه الياف موجود در تكخواص  .2 جدول

ρ (kg/m3) Ef (GPa)   ماده   

250 8/13   گرافيت 

86 4/24   شيشه 

 
تاثير افزايش الياف گسسته شده بر نمودار ضريب  6در شكل

دست آمده است كه  تمركز تنش گذرا در نوك ترك به قسمي به
) الياف شيشه( LMالياف سالم قرار گرفته در نوك ترك از نوع 

نتايج، افزايش مقدار ضريب تمركز تنش ديناميكي و . باشند
  . دهند ان ميلايه ساده را نشفراجهش ديناميكي نسبت به تك

گردد كه الياف  اي منظور ميدر حالت بعدي ترك به گونه
. باشند) الياف گرافيت( HMسالم قرار گرفته در نوك ترك، 

، تاثير افزايش الياف گسسته شده بر نمودار ضريب تمركز 7شكل
شود  ملاحظه مي. دهد تنش بر حسب زمان را در اين حالت نشان مي

فراجهش ديناميكي نسبت به  ضريب تمركز تنش ديناميكي و
  .يابد لايه ساده كاهش مي تك

، اندازه ضريب تمركـز تـنش دينـاميكي و فـراجهش     3در جدول
هـاي سـاده و هيبريـد تحـت تـرك، مقايسـه       لايـه ديناميكي بين تـك 

  . گرديده است
  

 ي ضريب تمركز تنش ديناميكي و فراجهش مقايسه  .3جدول

 هيبريد لايه ساده و ديناميكي بين تك

r  
  لايه سادهتك

لايه هيبريدتك

 LMي سالم رشته(

  )در نوك ترك

لايه هيبريدتك

 HMي سالم رشته(

  )در نوك ترك

Kd  rη  Kd  rη  Kd  rη  
1  533/1  15/1  162/2  21/1  224/1  078/1  

3  195/2  20/1  20/3  23/1  80/1  125/1  

5  722/2  23/1  87/3  25/1  236/2  146/1 

  
معــادلات ديفرانســيل جابجــايي اليــاف بــه صــورت بــدون بعــد   

و پارامترهاي موثر بر نمودار ضريب تمركـز تـنش    استخراج گرديده
گذرا، نسبت جرم بر واحد طـول و نسـبت مـدول كشسـاني دو نـوع      

تاثير افزايش نسبت جـرم بـر واحـد طـول      8در شكل. باشند رشته مي

 3بر نمودار ضريب تمركز تنش گذرا در نوك تركي بـا   )Q(الياف 
ي گسسته شده با اين فـرض بـه دسـت آمـده اسـت كـه مـدول         رشته

لايـه هيبريـد بـا    كششي و سطح مقطع اليـاف دو نـوع رشـته در تـك    
وك تـرك،  ي گسسـته شـده ن ـ  رشـته . )R=1(يكديگر يكسان باشـد  

گردد كه با بيشتر ملاحظه مي. باشدرشته با جرم واحد طول بالاتر مي
تمركز تنش ديناميكي  علاوه بر افزايشي كه در اندازه Qشدن اندازه 

دهد زمان رسيدن نمودار ضريب تمركـز بـه حـداكثر مقـدار     رخ مي
  .شودخود، بيشتر مي

بـر نمـودار    )R(تاثير تغيير نسبت مدول كشسـاني دو نـوع رشـته    
ي گسسـته شـده   رشته 3ضريب تمركز تنش گذرا در نوك تركي با 

با اين فرض به دست آمده است كه نسبت جرم بر واحـد   9در شكل 
). Q=1(لايـه هيبريـد بـا يكـديگر يكسـان باشـد       طول الياف در تك

ي گسسته شده نـوك تـرك، رشـته بـا مـدول كشسـاني بـالاتر        رشته
ضـريب   تر شدن اين نسبت، اندازهشود با كوچكملاحظه مي. است

  .يابداي ميحظهتمركز تنش ديناميكي افزايش قابل ملا
  

  گيري نتيجه

  :توان دريافت كه دست آمده مي براساس نتايج به 
لايـه  ي سالم قـرار گرفتـه در نـوك تـرك در تـك     اگر رشته .1

باشد اندازه ضريب تمركز تـنش دينـاميكي نسـبت بـه       LMهيبريد، 
براي مثـال  . يابداي افزايش ميساده به ميزان قابل ملاحظهي لايهتك

-مـي % 42رشته گسسته شـده بـه ميـزان     5اين افزايش براي تركي با 

  . باشد
لايه ي سالم قرار گرفته در نوك ترك در تكچه رشتهچنان  .2

باشد تمركز تنش ديناميكي نسبت به حالت ساده  HMهيبريد از نوع 
ي گسسته شـده در  رشته 5كاهش براي تركي با اين . يابدكاهش مي

  .باشدمي% 18حدود 
ي گسسـته شـده در   افزايش نسبت جرم بر واحـد طـول رشـته    .3

در صورت ثابت ماندن نسبت مدول كشسـاني دو نـوع   (نوك ترك 
باعـث افـزايش ضـريب تمركـز تـنش دينـاميكي و تـاخير در        ) رشته

  .شودر خود ميرسيدن نمودار ضريب تمركز تنش به حداكثر مقدا
ي گسسته شده در نـوك تـرك   افزايش مدول كشساني رشته .4

) در صورت ثابت ماندن نسبت جرم بـر واحـد طـول دو نـوع رشـته     (
باعث افزايش قابل ملاحظه ضريب تمركز تنش ديناميكي در نـوك  

  .گرددترك مي
لايه ساده و هيبريد اين نتيجه مهم دريافت با مقايسه رفتار تك .5

ه هيبريداسيون الياف به طور كلي پاسخ ديناميكي تمركـز  شود كمي
تر نموده و زمان رسيدن الياف گسسته شده بـه حالـت   تنش را نامنظم
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ايـن رونـد بـا افـزايش اليـاف      . دهـد تعادل اسـتاتيكي را افـزايش مـي   
  .گرددگسسته شده تشديد مي

از مقادير به دست آمـده بـراي فـراجهش دينـاميكي ملاحظـه       .6
اثر ديناميكي شكست الياف بر تمركز تنش قابل ملاحظه  شود كهمي

بـا افـزايش تعـداد اليـاف     ). در هـر دو حالـت سـاده و هيبريـد    (است 
  .يابدگسسته شده اندازه فراجهش ديناميكي نيز افزايش مي

 
  ها و نمودارها شكل

  

  
 لايه هيبريدسطح مقطع الياف در تك .1شكل

  

   
  هاي مجاور آن   ام و زمينهnي نيروهاي اعمال شده به رشته .2شكل 

  

 

    )نماي بالا(لايه تحت ترك  نمايش تك .3شكل 
 

 

ي هيبريدي به منظور تعيين ميدان  لايه بندي الياف در تك تقسيم .4شكل 

  جابجايي و بار از روش تفاضل محدود

 
اثير افزايش الياف گسسته شده بر نمودار ضريب تمركز تنش ت .5شكل 

 ي ساده لايه گذراي نوك ترك متقارن در تك

  
  

  
تمركز اثير افزايش الياف گسسته شده بر نمودار ضريب ت  .6شكل 

  ي هيبريد  لايه گذراي نوك ترك متقارن در تك تنش

  )در نوك ترك LMي سالم رشته(

  
  

  

اثير افزايش الياف گسسته شده بر نمودار ضريب تمركز ت .7شكل 

  ي هيبريد  لايه گذراي نوك ترك متقارن در تك تنش

  )در نوك ترك HMي سالم رشته(

  
 
 

dx 

*
* n

n

dp
p

dx
+

 nفيبر

 nماتريس 

 n+1زمينه

*

np

( ) . .xy n h dxτ +1

( ) . .xy n h dxτ
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لايه واحد طول الياف موجود در تكاثير افزايش نسبت جرم بر ت . 8شكل 

با فرض يكسان بودن مدول (بر ضريب تمركز تنش گذرا در نوك ترك 

  )كشساني دو نوع رشته

  

 

 
 

لايه بر  اثير تغيير نسبت مدول كشساني الياف موجود در تكت .9شكل 

با فرض يكسان بودن جرم بر (ضريب تمركز تنش گذرا در نوك ترك 

  )واحد طول دو نوع رشته

 
  نوشت پي

1.  Fiber 

2. Hedgpeth 

3. Shear lag 

4.  Matrix 

5. Zender 

6. Deaton 

7. Van Dyke 

8. Fukuda 

9. Chou 

10. Landis 

11. McMeeking 
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